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Formes bilinéaires

Exercice 1. Soient E, F deux k-espaces vectoriels et ¢ € E*, 7 € F*.
Montrer que l'application b : E x F' — k définie par 'égalité b(x,y) =
o(z)7(y) est une forme bilinéaire.

Exercice 2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues d’un inter-
valle [a, b] vers R. Pour f,g € E on pose

b
b(f,9) = / f(t)g(t)dt.

Monter que b est une forme bilinéaire sur £ x F.

Exercice 3 (question de cours). Soient E et F deux k-espaces vectoriels
de dimension finie. On pose n = dim E et m = dim F. Soit b une forme
bilinéaire sur £ x F. Soient B une base de F et C une base de F'. On note B
la matrice de b relativement aux bases B et C.

Pour z € E (resp. y € F'), on note X (resp. Y) le vecteur coordonnées
relativement a la base B (resp. C).

Montrer que b(z,y) =X - B-Y. Expliquer pourquoi cette égalité est un
abus de notations ?

Exercice 4. En cours on a, a une forme bilinéaire b : E x F' — k, associé
lapplication & droite ¢ : F' — E* donnée par 6(y) = b(+,y).
— Montrer que l'application Bilx(F x F') — Homy(F, E*) qui a b associe
0 est un isomorphisme linéaire.
— Que peut-on en déduire sur dimBily(E x F)? (si E et F sont de di-
mension finie).

Exercice 5. FE étant un espace vectoriel de dimension finie, on se donne
b: E x E* — k par b(z,w) = w(z) (on note aussi (w, x)). Déterminer les
applications linéaires a gauche et a droite associées : v et 4. L'une de ces
applications vous est-elle familiere 7

Si B est une base de E/, déterminer la matrice de b relativement aux bases

B et B*.



Exercice 6. Soient F et F' deux R-espaces vectoriels de méme dimension
finie, et b une forme bilinéaire sur £ x F'. On se donne une base Cy de F' et
une base Bj, de E* et on suppose que 'application linéaire a droite § a pour
matrice

relativement aux bases Cy et Bj.
1. Quel est le rang de b?

2. Déterminer une base C de F et une base B’ de E* pour lesquelles la
matrice de J est diagonale.

3. En utilisant la question 2, déterminer une base de E et une base de F'
pour lesquelles b est diagonale.

Exercice 7. Soient £ un R-espace vectoriel de dimension finie n, By une base
de E. Soit u un endomorphisme linéaire de E. On suppose que la matrice de

u dans la base By est
2

2
-1
Soit b: E* x E — R définie par b(w, ) = (w, u(x)) = w(u(z)).

1. Vérifier que b est une forme bilinéaire.

1
M=1 2
0

S = DN

2. Montrer que § = ® o u ou ® est 'isomorphisme canonique de E vers
£

3. Déterminer une base By de E pour laquelle la matrice de u est diago-
nale.

4. En déduire une base B de E telle que la matrice de b relativement aux
bases B* et B est diagonale.



Exercice 8. Soient E et F' deux k-espaces vectoriels (pas nécessairement de
dimension finie). Soit p un entier supérieur ou égal a 1. Soient uy, ..., u, € E*
et vy,...,v, € F’*. On définit une application b : ' x ' — k comme suit.

P
Pour x € F et y € F, on pose b(z,y) = Zul(x)vz(y)
i=1

Montrer que b est bilinéaire.
Montrer que Im(d) C Vect{uy, ..., up,}.
En déduire que : rang(b) < dim Vect{us,...,u,} <p.

De méme, montrer que : rang(b) < dim Vect{vy,...,v,} < p.

AN I

Déduire de ce qui précede I'implication suivante :
p = rang(b) = les familles uy, ..., u, et vy,..., v, sont libres.

Réciproquement on suppose maintenant que les u; et les v; forment deux
familles libres. Le but est de montrer que le rang de b est égal a p.

6. On suppose d’abord que dim E et dim F' sont finies. On complete la fa-
mille des u; en une base de E* et on note B la base antéduale. De méme
on note C la base antéduale d’une base de F™* obtenue en complétant
la famille des v;.

Déterminer la matrice de b relativement aux bases B et C. Conclure.

7. On suppose maintenant que E et F' ne sont pas tous deux de dimension
finie.

(a) On considere application linéaire ¢ : F' — kP, y — (v1(y), - .., v,(y)).
Montrer que ¢ est surjective si et seulement si les v; sont linéairement
indépendants.

Indication : Pour I'implication “<", raisonnez par ’absurde en considérant
annr)- (Im(p)). En se placant dans une base appropriée, vous obtiendrez
une combinaison linéaire nulle et non triviale des v; contredisant la liberté de

ceux-ci.

(b) Utiliser la question précédente pour montrer que si les v; sont
linéairement indépendants alors Im(§) = Vect{u, ..., u,}.

(c¢) Conclure.



